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Vorwort

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

dieser Trainingsband ist fiir die 11. Jahrgangsstufe der Fachoberschule (FOS) in
den nichttechnischen Ausbildungsrichtungen konzipiert. Auch Schiilerinnen und
Schiiler der Berufsoberschule (BOS) konnen damit lernen. Fiir die Vorklassen
und zum Wiederholen von Grundkenntnissen steht Thnen der Trainingsband
,,Grundwissen Algebra“ (Stark Verlag, Best.-Nr. 92411) zur Verfiigung.

Die modulare Struktur der Kapitel erlaubt es IThnen, an vielen Stellen mit dem
Lesen zu beginnen, ohne den Kontext zu verlieren. Daher konnen Sie sich sofort
mit genau den Themenbereichen beschiftigen, die Thnen noch Probleme bereiten.
Die folgenden Punkte helfen dabei, das Lernen mit diesem Buch zu erleichtern:

In den griin umrandeten bzw. getonten Kisten finden Sie — prézise und schiiler-
gerecht formuliert — die wichtigen Definitionen, Regeln und Merksitze, die
Sie sicher beherrschen miissen.

Anhand passgenauer, kommentierter Beispiele ldsst sich die Theorie unmittel-
bar nachvollziehen, verstehen und wiederholen.

Die Ubungsaufgaben eines jeden Abschnitts sind im Schwierigkeitsgrad stei-
gend angeordnet und beinhalten auch anwendungsorientierte Aufgaben.

Wichtige mathematische Definitionen und Schreibweisen sind in einem
separaten Teil iibersichtlich zusammengestellt.

Am Ende des Buches finden Sie zu jeder Aufgabe eine vollstindig ausgearbei-
tete, kleinschrittige Losung zur Selbstkontrolle.

Bleibt mir nur noch, Thnen viel Erfolg bei der Arbeit mit diesem Trainingsband
und in der Schule zu wiinschen!

Reinhard Schuberth
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Aufgaben

Regel

Beispiele

Differenzialrechnung / 93

99. Bestimmen Sie jeweils die Ableitungsfunktionen der folgenden Funktionen:
a) f(x)=-1
b) f(x)=k-2, wobei k eine Konstante ist
) p(x)=x’
d) p(x)=x22+1 wobeiae N
e) gH=t?
f) h(x)=a2

100. Bestimmen Sie die Gleichungen der Tangenten an den Graphen der
folgenden Funktionen an den angegebenen Stellen.

a) f(x)=x2; xoz—% b) g(x)=x3; Xg=2

101. a) An welcher Stelle hat der Graph der Normalparabel f(x) = x2 eine Tan-
gente mit der Steigung 1,5?

b) An welcher Stelle hat der Graph der Funktion f(x)=x3 die Steigung 1?

5.7 Ableitungsregeln

Es geniigen zwei Ableitungsregeln und die Kenntnis der Ableitungen der elemen-
taren Funktionen x ¢ und x — x", um sémtliche ganzrationalen Funktionen ab-
leiten zu konnen, ohne auf den Differenzialquotienten zuriickgreifen zu miissen.

Die Summenregel

Sind die Funktionen f und g in einem gemeinsamen Definitionsbereich definiert
und dort auch differenzierbar, dann ist auch die Summenfunktion f+ g differen-
zierbar und es gilt:

f+g)'=f'+g'

Beachten Sie: Additive Konstanten fallen beim Ableiten einfach weg.

Das bedeutet, man muss beim Ableiten einer Summe die Summanden einzeln ab-
leiten und anschlieBend aufaddieren (das ,+ bleibt erhalten).

1. Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f(x)=x2+Xx.

Losung:
f '(x) = ( x2 + X)' Die Funktion f(x)=x2+x setzt sich aus den elementa-
— (Xz)v +x' ren Funktionen x > x2 und x - x additiv zusammen.
Da diese beiden Funktionen in R differenzierbar sind,
2x+1
=2X

ist auch die Summenfunktion f in R differenzierbar.
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Regel

Beispiele

2. Es sei g(x)=x3—2. Bestimmen Sie g'(x).

Losung:

g '(x)= (X3 +(=2))' Die Funktion g(x)=x3-2 setzt sich aus den elementa-
— (¢3! ' ren Funktionen x — x3 und x > —2 additiv zusam-
=(x7)'+(-2)
a2 men: g(x)=x3-2=x3+(-2). Die Ableitung der
- 3X2 +0 konstanten Funktion x > —2 ist null.
=3x

Die Faktorregel

Die Funktion f sei differenzierbar und k€ R eine beliebige Konstante. Dann ist
auch die Funktion k - f differenzierbar und es gilt:

k-f)y'=k-f'

Multiplikative Konstanten bleiben beim Ableiten unveridndert erhalten.

Zu beachten ist, dass die Faktorregel nur fiir konstante Faktoren gilt. Sie ist nicht

mehr anwendbar, wenn der Faktor selbst eine Funktion von x ist.

Ist eine Funktion als Produkt von Funktionen dargestellt, muss vor dem Ableiten

immer erst ausmultipliziert werden (aufler es handelt sich um konstante Faktoren).

1. Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion von f(x)=3x2.

Losung:
f'(x) = (3X2)' f(x) = 3x2 setzt sich aus der Funktion x — x2 und der
=3 (X2)| Konstanten 3 multiplikativ zusammen. Da die Funk-
tion x — x2 in R differenzierbar ist, ist es auch die
=3-2x Funktion f.
=6x

2. Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion von h(x)=x2x3.

Losung:
h'(x)= (X2X3) '= (xs) '—5x4 h(x) darf nicht mit der Faktorregel abgeleitet werden,
da x2 keine Konstante ist und selbst von x abhéngt.
. g
AChtung' h(x) darf auch nicht abgeleitet werden, indem man in
g
2¢3\! 2V (v3)! Anlehnung an die Summenregel die beiden Faktoren
(x7x7)"# (x7)" (x7) & G
—2x - 3x2=6x3 einzeln ableitet und die Multiplikation dazwischen
=LX - IXT=0X beibehiilt. In solchen Fillen muss grundsétzlich erst
ausmultipliziert und dann abgeleitet werden.

Natiirlich kénnen Summen- und Faktorregel auch miteinander kombiniert ange-
wandt werden. Daraus ergibt sich, dass alle ganzrationalen Funktionen in R dif-
ferenzierbar sind. Ihre Ableitungsfunktionen lassen sich mit den eingefiihrten
Regeln bestimmen.
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Beispiele 1. Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion von f(x) = 4x3 —%xz +9x —1.
Losung:
f'(x)=12x 2_x+9 Die Koeffizienten bei der Ableitungsfunktion

wurden sofort zu einer Zahl zusammengefasst.

2. Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion von h(x) =x(x— 1)2.

Losung:

hx)=x(x— 1)2 = X(X2 -2x+1) Achtung: Hier muss vor dem Ableiten ausmulti-
=x3_2x2+x pliziert werden.

h'(x)= (X3 _2x2+ x)' Erst der ausmultiplizierte Funktionsterm wird
=3x2-4x+1 abgeleitet.

3. An welchen Stellen hat der Graph von f(x) = %x3 + % x2+6x +6 waag-
rechte Tangenten?

Losung:

f'(x)=x2+5x+6 y
f'(x)=0 sl
x2+5x+6=0 mit Vieta:

(xX+3)(x+2)=0 = x;=-3; x,=-2 G, Hr
An den Stellen x; =-3 und x, =-2 hat | | | :

der Graph von f waagrechte Tangenten. -4 3 -2 -1 of X

4. An welchen Stellen hat der Graph der Funktion f(x)=x(x— 1)2 Tangenten,
die parallel zu der Geraden mit der Gleichung g: y=2x-0,5 verlaufen?
Losung:
f(x)=x(x—1)2 vi

=x(x2-2x+1) +
=x3-2x2+x
f'(x)=3x2—4x+1
Da die Gerade g die Steigung m=2 be-
sitzt, miissen zu g parallele Tangenten
ebenfalls die Steigung 2 haben:

f'x)=2
3x2-4x+1=2 ,
3x2-4x-1=0

4\42-4-3-(-) _4+\28 _ 427 _ 27 { 1,55

X2 = 23 6 6 3
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Aufgaben

102.

103.

104.

105.

106.

107.

Bestimmen Sie jeweils die Ableitungsfunktionen:

a) f(x)=x3+x b) fx)=x3+x2+x+5
o) f(x)=x+t d) f(x)=x3+x—§
e) f,(x)= x2+a2

Bestimmen Sie die Ableitungsfunktionen der folgenden Funktionen:

a) f(x)=-2x b) f(x):%xz
o) f(x)=3x* d) f(x)=2"
e) fi(x)=1tx f) ga(x)=a3x2

Bestimmen Sie die Ableitungsfunktionen der folgenden Funktionen:
a) f(x)= %x‘* —5x34+9x2-/3x+2

b) fk(x):%(x3+k2x2+k3) ¢) f(x)=x2(x-2)
d) f(x)=(x-1)2 e) ft(x):%tx(xz—th+t2)

f) Az(u):zuz—zu+u—z2 g) Bu(z):zuz—zu—ku—z2

Berechnen Sie die Ableitung an den angegebenen Stellen und geben Sie die
Tangentengleichungen an:

a) f(x)=2x-x3; Xo=-1 b) f(x)=%(x4—2x2); Xxg=1
o) f(x)=(x+1)(x=2); xq=2

Gegeben ist die Funktion f durch die folgende Funktionsgleichung
f(x)= —%(x +2)(x—1).

a) Berechnen Sie f'(-2), f'(-0,5) und f'(1).

b) Ermitteln Sie die Gleichungen der Tangenten in den Punkten P;(-2|?),
P5(-0,5|?) und P5(1|?) des Graphen von f.

¢) Zeichnen Sie den Graphen mitsamt den Tangenten in ein Koordinaten-
system ein.

Ermitteln Sie diejenigen Stellen, an denen der Graph der jeweiligen Funk-
tion die angegebene Eigenschaft hat:

a) f(x)= %x3 + % x2-2x+3; waagrechte Tangenten.
b) f(x)=2(x-1)2; die Steigung 1.
¢c) f(x)= %x(x2 —-2x+3); eine Tangente parallel zu der Geraden

g: y=—%x+2.
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256 ¢ Loésungen

101.

102.

103.

104.

a)

b)

a)
b)

d)
e)

a)

b)

¢

d)

e)

( x2 )'=1,5 Die Steigung wird durch die Funktionswerte der
2x =1,5 Ableitungsfunktion angegeben. Es muss also
x =0,75 gefragt werden, wo f'(x) den Wert 1,5 hat.
f'(x)=3x2
3x2=1 Ansatz
2_1
=3
Xij2 =4[k =£0,58
f'(x)=3x2+1
f'(x)=3x2+2x+1
fi(x)=1
f'(x)=3x2+1
f,(x)=2x
f'(x)=-2
f'(x)= %x
f'(x)= 4\6)(3 /3 ist ein konstanter Faktor.
(x)=2X=1
f'(x)=2 1= X
fi(x)=t
g, (x) = 2a3x a3 ist ein konstanter Faktor.

f'(x) :4-ix3—3-5x2+2-9x—\/§+02x3—15x2+18x—\/§

fl'((x) = % (3x 24 2k2x) % ist ein konstanter Faktor.
f(x)= xz(x -2)= x3-2x2 Hier muss f(x) zuerst ausmultipliziert werden,
f'(x)= 3x2_4x erst dann kann abgeleitet werden!

fx)=(x-1)2=x2-2x+1

f'(x)=2x-2
f[(x) -3 tX(X 2 _ X + t2) Das x ist 'keil} konstanter F.aktf)r. Es muqq des-
10 halb erst in die Klammer hineinmultipliziert wer-
-3 t(X3 —2tx2 + tZX) den. Fiir t ist das nicht nétig, da t ein konstanter
10 Faktor ist.

fi(x)= 13—6(3)(2 —4tx +t2)
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106.

Losungen ¢ 257

H A,w= zu2—zu+u-z2 Achtung: Hier ist u die Funktionsvariable und z
, eine Konstante. Es wird nach u abgeleitet.
AL (u)=2zu-z+1 ¢

g) B,(»)= z02—zu+u-z2 Jetzt ist z die Variable und u eine Konstante.
B, (z)=u?-u-2z

a) f(x)=2x-x3
f'(x)=2-3x2
xo=—1; f(=1)=—1; f'(-1)=—1
tty=-1x+1)-1=-—x-2 Tangentengleichung

b) f(x)= %(x4 -2x2)
£'(x) =§(4x3 —2:2x) :%(x3 —X)

xo=1 f()= —%; f'1)=0 waagrechte Tangente

ty=0-(x-1) —% = —% Tangentengleichung
o) fX)=(x+1)(x-2)=x2-x-2

f'(x)=2x-1

Xp=2; f(2)=0; f'(2)=3

tty=3(x-2)+0=3x-6

f(x)==3(x+2)(x === x2=Tx+L fx)=—x-7

a) f(-2)=3: £1(-0,5=0; f()=-3

b) Pi(=2]7):  xy=-2; f(-2)=0 = t1:y=%(x+2)=%x+3
Py(-05]): x=-0,5; f(-05)=% = t;y=1
P17 xo=1; f(1)=0 =ty y=—%(x—1)=—%x+%
c) y4
%
; \,
B/ 0 X
/ \
A : \
(_lf
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Vorwort

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

dieser Trainingsband ist fiir die 12. Jahrgangsstufe der Fachoberschule (FOS) in
den nichttechnischen Ausbildungsrichtungen konzipiert. Auch Schiilerinnen und
Schiiler der Berufsoberschule (BOS) konnen damit lernen. Fiir die 11. Jahrgangs-
stufe steht Thnen Band 1 dieser Reihe, ,,Analysis und Stochastik 1* (Stark Verlag,
Best.-Nr. 92412), zur Verfiigung.

Die modulare Struktur der Kapitel erlaubt es Thnen, an vielen Stellen mit dem
Lesen zu beginnen, ohne den Kontext zu verlieren. Daher konnen Sie sich sofort
mit genau den Themenbereichen beschiftigen, die Thnen noch Probleme bereiten.
Die folgenden Punkte helfen dabei, das Lernen mit diesem Buch zu erleichtern:

¢ In den griin umrandeten bzw. getonten Késten finden Sie — préizise und schiiler-
gerecht formuliert — die wichtigen Definitionen, Regeln und Merksitze, die
Sie sicher beherrschen miissen.

e Anhand passgenauer, kommentierter Beispiele ldsst sich die Theorie unmittel-
bar nachvollziehen, verstehen und wiederholen.

e Die Ubungsaufgaben eines jeden Abschnitts sind im Schwierigkeitsgrad stei-
gend angeordnet und beinhalten auch anwendungsorientierte Aufgaben.

e Am Ende des Buches finden Sie zu jeder Aufgabe eine vollstindig ausgearbei-
tete, kleinschrittige Losung zur Selbstkontrolle.

Bleibt mir nur noch, Ihnen viel Erfolg bei der Arbeit mit diesem Trainingsband
und in der Schule zu wiinschen!

Reinhard Schuberth


https://www.stark-verlag.de/YM004?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseprobe



https://www.stark-verlag.de/YM004?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseprobe

94 ¢ Stochastik

84. Ein Laplace-Wiirfel wird zehnmal geworfen. Wie grof3 ist die Wahrschein-
lichkeit,

a) genau dreimal eine 6 zu erhalten,
b) hochstens dreimal eine 6 zu wiirfeln,
¢) Ofter als dreimal eine 6 zu erzielen,

d) mindestens dreimal eine 6 zu erhalten?

85. In einer Familie sind vier Kinder. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind es
a) vier Médchen bzw. vier Jungen,
b) zwei Midchen und zwei Jungen,
¢) mindestens ein Midchen,

d) hochstens zwei Jungen?

6 ZufallsgroBen und ihre Verteilung

6.1 ZufallsgréoBen

In vielen Féllen mochte man den Ausgédngen von Zufallsexperimenten bestimmte
Zahlen zuordnen, beispielsweise den Gewinn oder Verlust, der mit dem Ausgang
eines Gewinnspiels verbunden ist.

Definition Zufallsgrofien

Vorgegeben sei ein Zufallsexperiment mit dem Ergeb- R
nisraum Q= {®; ®y; ...; ®,}. Eine Zuordnungsvor- X %
schrift X, die jedem m; € Q (firi=1; ...; n) genau eine X
reelle Zahl zuordnet, heifit eine Zufallsgrofie des X,

Zufallsexperiments. Die zugeordneten Zahlen x; = X(w;) Q
bezeichnet man als die Zufallswerte der Zufallsgrofe.

Eine Zufallsgrofe X ist also eine Funktion (oder Abbildung) der Form X: Q — R,
wobei die Elemente m; €  die Ergebnisse eines Zufallsexperiments sind.
Zufallsgroflen werden u. a. auch mit den Grof3buchstaben Y oder Z bezeichnet.
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Beispiele 1. Es werden zwei (unterscheidbare) Wiirfel geworfen. Als Zufallsgrofe
wird die Augensumme der beiden gewiirfelten Zahlen festgelegt.
Geben Sie die Zuordnung der Zufallswerte vollstindig an.

Losung:

O; X xi=X(o;)

(1,1) > 2

(1,2), (2,1) > 3

(1,3), (2,2), (3,1) > 4

(1,4), (2,3), (3,2), (4,1) > 5

(1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1) _— 6

(1,6), (2,5), (3.4), (4,3), (5,2), (6,1) —_— 7

(2,6), (3,9), (4,4), (5,3), (6,2) —» 8

(3,6), (4,5), (5.4), (6,3) » 9

(4,6), (5,5), (6,4) > 10

(5.6), (6,5) > 11

(6,6) > 12

Q R

Die Zufallswerte x sind in diesem Beispiel die ganzen Zahlen 2 bis 12.

2. Eine Miinze wird zweimal geworfen. Die Zufallsgro3e X gibt die Anzahl
an, mit der Zahl (Z) erscheint. Geben Sie die Zuordnung der Zufallswerte
vollstindig an.

Losung:
Die Zufallswerte sind hier die Zahlen 0; 1 und 2. Die Zuordnungen sind
die folgenden: X(WW)=0; X(ZW)=X(WZ)=1; X(ZZ)=2.

3. Ein Gliicksspiel besteht darin, eine Miinze dreimal zu werfen. Fiir jedes
erscheinende Z werden 2 € ausbezahlt. Wenn dreimal W fillt, miissen
10 € einbezahlt werden. In allen anderen Fillen erfolgt keine Zahlung.
ZufallsgroBle X ist der ausbezahlte Betrag (Gewinn) in €, wobei eine Ein-
zahlung (Verlust) als negative Auszahlung zu betrachten ist.
Geben Sie die Zuordnung der Zufallswerte tabellarisch an.
Losung:
® | WWW | WWZ WZW ZWW | WZZ ZWZ ZZW | Z7Z

X(@in€ | -10 | 2 | 4 6
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Mithilfe einer Zufallsgroie konnen Ereignisse beschrieben werden.

Regel Ereignisse und Zufallsgrofien

Sei Q der Ergebnisraum eines Zufallsexperiments und X eine Zufallsgrofe.
Dann lassen sich durch Angaben der Form

X=x o {o|X(w)=x}, mitxe R, oder

X<x o {o]|X(w)<x} oder

X<x & {0|X(w)<x}o.i.

Ereignisse, also Teilmengen von €, beschreiben.

Beispiele 1. Betrachtet wird das Zufallsexperiment ,,Werfen zweier Wiirfel” und die
Augensumme als Zufallsgrofie X. Wie ldsst sich das Ereignis, bei dem
eine Augensumme von mehr als 5 und hochstens 10 geworfen wird, durch
X ausdriicken?

Losung:
Man gibt das Ereignis als Ungleichungskette an:
6<X<10 & {0]|6<X(m)<10}

2. Eine Miinze wird dreimal geworfen. Die Zufallsgrofe X ist die ,,Anzahl
von Z*. Geben Sie folgende Ereignisse mithilfe von X an:
a) Es wird dreimal W geworfen.
b) Es wird mindestens einmal Z geworfen.
¢) Es wird hochstens zweimal W geworfen.
Losung:
a) X=0; weil dreimal W gleichbedeutend mit keinmal Z ist.
b) X>0 oder X>1

¢) Das Ereignis ist gleichbedeutend mit ,,mindestens einmal Z*, die
Losung ist also die gleiche wie bei Teilaufgabe b.

Aufgaben  86. In einer Urne befinden sich schwarze und weifle Kugeln. Es wird fiinfmal mit
Zuriicklegen gezogen. Die ZufallsgroBe X ist ,,die Anzahl der gezogenen wei-
Ben minus die Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln®.
Geben Sie die Zuordnung tabellarisch an.

87. Ein Wiirfel wird zweimal geworfen. Die Zufallsgrofe ist die Differenz der
beiden geworfenen Augenzahlen (groBere minus kleinere).
Welche Zufallswerte treten auf?


https://www.stark-verlag.de/YM004?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseprobe



https://www.stark-verlag.de/YM004?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseprobe

Losungen ¢ 175

84. a) B(3‘IO;%):O,15505
b) i B(k‘lo;é):0,93027
=0

¢) Das ist das Gegenereignis von Teilaufgabe b: P, =1-0,93027=0,06973

d) Das ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis von Teilaufgabe c ver-
mehrt um die Wahrscheinlichkeit, dass genau drei Treffer erzielt werden
(siehe Teilaufgabe a):

P,=0,15505+0,06973=0,22478

85.a) P = 0,54=0,0625; gleichbedeutend mit B(4 | 4; 0,5)
b) B(2]4;0,5)=0,375
¢) Das Gegenereignis sind vier Jungen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir wurde

in Teilaufgabe a bestimmt: P, =0,54 Demnach gilt:
P(,,mindestens ein Midchen®)=1-0,5%4=0,9375

2
d) 3 B(k|4:0,5)=B(0]|4;0,5)+B(1]4;0,5)+B(2|4;0,5) = 0,6875
k=0

86. Man kann fiinf weile (w) und null schwarze (s) ziehen, in diesem Fall hat X
den Zufallswert 5—0, also 5. Zieht man vier weifle und eine schwarze, so er-
gibt sich 4—1=3 usw.

0] | SwO0s ‘ 4wls | 3w2s

2w3s ‘ 1wds | OwS5s
Xw | 5 | 3 | 1

1| 3| s

87. Bekanntlich gibt es 36 Ausginge, wenn beide Wiirfel unterschieden werden.
Wie viele Zufallswerte gibt es?
Bilden der Differenzen fiihrt auf:

—_
I
—_
Il
()
I
I
|
[@)
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