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Vorwort

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

dieses Buch bietet IThnen eine umfassende Zusammenstellung der Grundkompe-
tenzen, die zum Losen geometrischer Fragestellungen in der Oberstufe erforder-
lich sind, und unterstiitzt Sie damit bei der Vorbereitung auf Klausuren und auf
die schriftliche Abiturpriifung im Fach Mathematik. Ab dem Abitur 2019 ist fiir
die Abschlusspriifung ein wissenschaftlicher Taschenrechner (WTR) zugelassen.
Die Inhalte des Buches sind auf diesen Rechnertyp ausgelegt.

Die einzelnen Kapitel sind so aufgebaut, dass die Lerninhalte jeweils eines The-
menbereichs tibersichtlich hergeleitet und dargestellt sowie mit Beispielen erldu-
tert werden. Wichtige Begriffe und Definitionen sind dabei in farbig getonten
Feldern, Regeln und Merksitze in farbig umrandeten Késten hervorgehoben.
Jeder Abschnitt schlieBt mit Ubungsaufgaben zur Einiibung des Gelernten sowie
zur eigenen Erfolgskontrolle.

Zunichst werden in den ersten drei Kapiteln mit der Wiederholung von linearen
Gleichungssystemen, der Darstellung geometrischer Objekte sowie der Defi-
nition von Vektoren elementare Grundsteine gelegt, die zur Beschreibung und
Untersuchung von Geraden und Ebenen benttigt werden. In weiteren Kapiteln
werden die vektorgeometrischen Hilfsmittel Skalarprodukt und Vektorprodukt
eingefiihrt, mit denen die Lagebeziehungen zwischen geometrischen Objekten
untersucht sowie Abstands- und Winkelprobleme behandelt werden kdnnen.
Auflerdem werden Flichen- und Volumenberechnungen mithilfe von Vektoren
durchgefiihrt.

Die erworbenen Kenntnisse werden anschliefend eingesetzt, um anwendungs-
orientierte Fragestellungen zu bearbeiten. Im letzten Kapitel finden Sie eine
bunte Sammlung von Aufgaben, die Sie nach der Bearbeitung der vorhergehen-
den Kapitel zur eigenen Erfolgskontrolle und Wiederholung nutzen kénnen.

Prinzipiell kann jedes Kapitel separat bearbeitet werden, jedoch bauen die meis-
ten davon auf vorhergehenden Einheiten auf, sodass sich auch die Bearbeitung
des gesamten Buches anbietet. Es steht Thnen frei, iiber die Geschwindigkeit und
Schwerpunkte der Bearbeitung selbst zu entscheiden.

Die Losungswege fiir alle Aufgaben sind im Losungsteil ausfiihrlich dargestellt,
um eine gewissenhafte Kontrolle zu erméglichen und somit den Lernerfolg zu un-
terstiitzen. Die mit einem Stern (%) gekennzeichneten Aufgaben sind etwas an-
spruchsvoller und regen in besonderer Weise zum Nachdenken an; Sie kdnnen
diese beim ersten Durcharbeiten auch iiberspringen.

Viel Erfolg beim Abitur-Training Analytische Geometrie wiinscht Ihnen

MMX &/«:4’6}

Eberhard Endres
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30 ¢ Skalarprodukt

Definition

Beispiel

Regel

4.1 Definition und Eigenschaften des Skalarprodukts

In diesem Kapitel lernen Sie ein Produkt zwischen zwei Vektoren kennen, das
durch seine Eigenschaften in vielen wichtigen geometrischen Fragestellungen
Anwendung findet. Der Name Skalarprodukt weist darauf hin, dass das so defi-
nierte Produkt zweier Vektoren ein Skalar, also eine reelle Zahl, ist. Ein weiteres
Produkt zwischen Vektoren lernen Sie in Kapitel 6 kennen.

= a = b
Das Skalarprodukt @ ob zwischen zwei reellen Vektoren a = [a;] und b= [b;] ist
definiert als: a3 b

a OB = albl aF a2b2 arF a3b3
Bei zweidimensionalen Vektoren @ und b ergibt sich entsprechend:
a OB = albl ar a2b2

s 34

Losung:

[ 423;]0[_3;]=3~(—4)+4-2+(—2)-(—3)=—12+8+6=2

(L) - rcomon {3

Hinweis: Achten Sie auf den Unterschied zwischen dem Zeichen ,,o fiir Skalar-
produkt und ,,- fiir die skalare Multiplikation. Das Ergebnis des ersteren ist eine
Zahl, das Ergebnis des letzteren ein Vektor. Die skalare Multiplikation hat dabei
Vorrang vor dem Skalarprodukt. In diesem Buch wird konsequent das Zeichen
o0 fiir das Skalarprodukt verwendet.

Das Skalarprodukt besitzt einige wichtige Eigenschaften.

Eigenschaften des Skalarprodukts

e Das Skalarprodukt ist kommutativ: Gob=bod

e Das Skalarprodukt aod eines Vektors mit sich selbst ist nie negativ: dca =0
Man schreibt: dod =42

e Das Skalarprodukt @ oa eines Vektors mit sich selbst ist genau dann gleich null,
wenn a der Nullvektor ist, also fiir @ =o.

e Fiir das Skalarprodukt gilt das Distributivgesetz: do(b+¢)=dob+ao¢



https://www.stark-verlag.de/840078?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseprobe

Beispiel

Aufgaben

Skalarprodukt ¢ 31

Diese Eigenschaften lassen sich leicht nachweisen; dafiir greift man immer auf
die Definition des Skalarprodukts zuriick.

Beweisen Sie das Kommutativgesetz fiir das Skalarprodukt.

Losung:

Nach der Definition gelten folgende beiden Gleichungen:

dob=a;b +a,b;y +asb; und bod=bja; +bya, +bsaz

Die jeweils rechten Seiten dieser Gleichungen stellen Terme in der Menge
der reellen Zahlen dar. Fiir diese Terme gilt bekanntermafen das Kommuta-
tivgesetz, sodass wegen a;b; =bja; bzw. a;b, =bya, bzw. asbs =bsasin
der Menge der reellen Zahlen gilt:

albl + azbz + a3b3 = blal + b232 +b3a3

Somit sind auch die linken Seiten der beiden Gleichungen gleich, d. h.
dob=boa.

Das Kommutativgesetz gilt folglich auch fiir das Skalarprodukt.

Aufgrund der Eigenschaften des Skalarprodukts kénnen Sie also mit dieser Mul-
tiplikation von Vektoren genauso rechnen wie mit der Multiplikation von Zahlen.
Unter anderem gelten die binomischen Formeln, z. B.:
(@+b)2=(@+Db)o(@+b)=a2+2-(Aob)+b2 (vgl. Aufgabe 31)

25. Berechnen Sie die folgenden Skalarprodukte.
v (3)(3) 5 (33

3 2 a -b
o [ o (3

26. Bestimmen Sie die Zahl a so, dass das Skalarprodukt die angegebenen Werte

besitzt.
3 a a a
» (§+3- o (g3
2 5 2 3
27. Beweisen Sie, dass fiir das Skalarprodukt gilt:
a) aoa =0 fiir alle Vektoren a
b) aoda =0 nur fiira =0
¢) Distributivgesetz: do(b+¢)=dob+doc
d) Firke R gilt: k-(@ob)=(k-d)ob
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32 ¢ Skalarprodukt

28. Begriinden Sie, dass folgende Gleichung in der Regel nicht gilt:
d-(boc)=(dob)-¢

29. Markieren Sie diejenigen Malpunkte, die ein Skalarprodukt darstellen:
d-b-c+5-d-b-(@-¢)-@@-d)

30. Vereinfachen Sie die Terme.
a) do(b—¢)+co(@—b)—bo(a—7¢)
b) (@+b)o(a—b)

31. Berechnen Sie: (2+b)2 und (d—b)2

4.2 Lange eines Vektors

Stellt man den Vektor Vv = (2

in einem Koordinaten- A}’

system dar, so lésst sich seine Léinge durch Erginzung 3 /
2

1

zu einem rechtwinkligen Dreieck berechnen. Nach
dem Satz des Pythagoras ergibt sich fiir die Lénge des
Vektors V:

3, /]
|v]=v42+32 =25=5 ol T 5 iR

Fiir dreidimensionale Vektoren gilt eine dhnliche Betrachtungsweise, wie man

A% 4
sich am Beispiel des Vektors v = [v;] = {SJ anhand der Darstellung im Koordina-
tensystem klarmachen kann: V3

X.
)

3
9

N
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Der Vektor v zeigt vier Einheiten nach vorne, fiinf Einheiten nach rechts und drei
Einheiten nach oben. Umrahmt man diesen Vektor durch einen Quader mit den
Seitenlédngen v =4, v, =5 und vy=3, bildet er genau eine Raumdiagonale in
diesem Quader. Fiir deren Lénge L gilt nach dem Satz des Pythagoras:

S R o B o i rop e

Allgemein gilt daher folgende Regel:

Regel | Linge eines Vektors
. C . < . = | | - 2
Die Linge eines zweidimensionalen Vektors v = betragt v v2 1+V3.

. . - Vi . . . -
Der dreidimensionale Vektor v = [vz] besitzt die Liinge | v| = vi+vi+vi

V3

In beiden Fillen gilt: |v]=Vvov = \/Vi2

Synonym zum Begriff Linge spricht man oft auch vom Betrag des Vektors.

Beachten Sie dabei aber, dass sich ¥¥2 nicht zu ¥, sondern nur zu | v | vereinfa-
chen lésst!

Beispiel Berechnen Sie die Linge des Vektors, der vom Punkt A(2|4|1) zum Punkt
B(4|7|5) fiihrt.

Losung:
Der Vektor AB besitzt die Koordinaten

=)

und hat somit die Linge:

= [13]e[3] =22 32142 =20
()

~ 8) -
Aufgaben 32. Bestimmen Sie die Linge der Vektoren a = (_?J, b= (1), c= [—4], d= [—Z}

33. Bestimmen Sie die Seitenlingen des Dreiecks ABC mit A(1]2]-3),
B(2|6]5), C(7|-4|-6).
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130 ¢ Losungen: Skalarprodukt

25. a)

26. a)

27. a)

b)

c)

;)o(—zlj=3-(—1)+2~2=—3+4=1

(7

)o(‘ijzr-(—s)+s-r=—rs+rs=0

=8 & 3a-2a+10=8 < a+10=8 & a=-2

=6 & a’-2a+6=6 < a’2-2a=0

< a-(a-2)=0 < a=0odera=2

dod=al+a3+a} >0, weil alle drei Summanden Quadrate sind und
nicht negativ sein konnen.

dod= a]2 +a% +a% =0 kann sich nur ergeben, wenn a]2 =0 und a% =0
und a% =0 gilt. Dies ist aber gleichbedeutend mit:

e

Vereinfachung der linken Seite der Behauptung ergibt:

I a) b, C a by +¢
do(b+C)=|a, [o| by |+]|c, ||[=|ay|o|by+ec,
as bs cs3 aj by +cy

= albl + alcl + a2b2 + 32C2+ a3b3 + a3C3

Vereinfachung der rechten Seite liefert:
I S a by a €
dob+doC=|a, |o|b,|+|a, |o]c,
a3 bs a3 C3
= albl + azbz + a3b3 + alcl + 32C2 + 3303

Die sechs Summanden stimmen in beiden Gleichungen iiberein, daher gilt
das Distributivgesetz auch fiir das Skalarprodukt.
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Losungen: Skalarprodukt ¢ 131

d) Gemil Definition des Skalarprodukts gilt:
k~(50f))=k~(a1b1 +a2b2 +a3b3)=k-a1b1+k-azb2 +k-a3b3 und

(k.a)oB=[1lf-'aaz‘]o[§§}=(k-al)~bl +(k-a,)-by+(k-a3)-bs

k-aj 3
=k- albl +k- azb2+k a3b3
Da diese beiden Terme gleich sind, gilt also: k-(ao b)=(k-d)ob

28. Das Skalarprodukt bo@ ist eine reelle Zahl; daher ist @- (bo¢) ein Vielfaches
des Vektors d. Andererseits ist 4 o b ebenfalls eine reelle Zahl und somit
(@ob)-¢ ein Vielfaches des Vektors ¢.

Wenn die Vektoren d und ¢ keine Vielfachen voneinander sind, dann konnen
somit auch Vielfache dieser Vektoren nicht gleich sein und damit kann die
Gleichung nicht richtig sein.

29. Im Teilterm @-b-¢ muss einer der beiden Malpunkte ein Skalarprodukt dar-
stellen. Die Produkte do¢ und @od stellen ebenfalls Skalarprodukte und
damit reelle Zahlen dar. Die anderen Malpunkte bedeuten die Multiplikation
eines Vektors mit einer Zahl oder zweier Zahlen und sind somit kein Skalar-
produkt-Verkniipfungszeichen. Der Term lautet also richtig:
(@ob)-C+5-d=b-(dcC)-(@od)
oder alternativ:
d-(bo¢)+5-d—b-(d0¢)-(dod)

30. a) do(b—¢)+co(@—b)—bo(a—C¢)=dob—adoC+Cod—Cob—bod+bol

b) (@+Db)o(a—b)=Fod—dob+bod—bob=dod—dob+aob—bob

~ ~ ~ a; +b, a;+b,
31. (@+D)2=(+b)o(@+b)=|a,+b, |o|as+b,
aj; +by a3 +by
=(a1+b1)-(a1+b1)+(a2 +b2)~(a2+b2)+(a3+b3)~(a3 +b3)
=af +2a;b; +b} +a3 +2a,by +bJ +a +2a3b; +b3
=al +a3+a3+2-(a;b; +asby +azby)+b? +bJ +b3

=82+2.(3aoh)+b2
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132 / Lésungen: Skalarprodukt

~ 72 o L T a;—b a;—b
(@-b)*=(@-b)e(@—b)=|ay-b, |oa, b,
a3 = b3 a3 —b;
=(a1—b1)~(a1—b1)+(a2—bz)-(az—b2)+(a3—b3)-(a3—b3)
=a12—2a1b1 +b12+a%—2a2b2 +b%+a%—2a3b3 +b§
=al +aj+a3 —2-(ajb;+asby +azb3)+b? +bj +b3

=42-2.(dob)+b2

s2. [al =|(3)[= 32+ (4?7 =O+16 =25 =5
|B|= (;) =12 +s2 =/1+s2
HE [8] B2 412 =Eh 1671 =81 =9
1
ld| = [—i} =12 +(=4)2+32 =/r2 +16+9 = /r2 +25
3

33. Driickt man die Seiten des Dreiecks durch die entsprechenden Vektoren aus,
erhilt man:

— 2-1 1
5-(-3) 8

= c=|AB|=12+42+82 = /1+16+64 =/81 =9

. 7-2 5
BC =[—4—6] = [—10]
-6-5 ~11

= a=|BCl=1/52+(-10)2 +(=11)2 =/25+100+121 =/246 ~15,7

. 7-1 6
AC:[ 42]2[6]
—6—(-3) -3

= b=|AC|=./62+(=6)2 +(-3)2 =\/36+36+9 =~/81 =9

(@) _ o
A

__0 _ — ON\°
=0-=0 & =9

b) cosy=

_
N O
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