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Vorwort

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

dieses handliche Buch bietet IThnen einen Leitfaden zu allen wesent-
lichen Inhalten, die Sie im Mathematik-Abitur bendtigen. Es fiihrt
Sie systematisch durch den Abiturstoff der Priifungsgebiete Analysis,
Analytische Geometrie sowie Stochastik und begleitet Sie optimal bei
Threr Abiturvorbereitung.

Durch seinen klar strukturierten Aufbau eignet sich dieses Buch be-
sonders zur Auffrischung und Wiederholung des Priifungsstoffs kurz
vor dem Abitur.

Definitionen und Regeln sind durch einen grauen Balken am Rand
gekennzeichnet, wichtige Begriffe sind durch Fettdruck hervorge-
hoben.

Zahlreiche Abbildungen veranschaulichen die Lerninhalte.
Passgenaue Beispiele verdeutlichen die Theorie. Sie sind durch eine
Gliihbirne \;;/ gekennzeichnet.

Zu typischen Grundaufgaben wird die Vorgehensweise Schritt fiir
Schritt beschrieben.

Zusitzlich werden Hinweise und Tipps fiir den Einsatz des grafik-
fahigen Taschenrechners (GTR) oder des Computer-Algebra-Sys-

tems (CAS) gegeben.
Diese sind durch einen Taschenrechner [

= gekennzeichnet.
Das Stichwortverzeichnis fiihrt schnell und treffsicher zum jewei-
ligen Stoffinhalt.

Im Inhalts- und Stichwortverzeichnis sowie im Buch ist genau ge-
kennzeichnet, welche Inhalte nur fiir den LK wichtig sind. Alle
anderen Themen sind fiir den GK und LK priifungsrelevant.

Viel Erfolg bei der Abiturpriifung!
STARK Verlag

Die offiziellen Priifungsaufgaben der letzten Jahre mit vollstindigen
Losungen finden Sie in den folgenden roten STARK-Priifungsbianden:

Abiturpriifung NRW, Mathematik LK
Abiturpriifung NRW, Mathematik GK


https://www.stark-verlag.de/5500S2?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseprobe



https://www.stark-verlag.de/5500S2?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseprobe

6 Bestimmtes Integral, Flachen- und Volumenberechnung ¢ 23

6 Bestimmtes Integral, Flachen- und
Volumenberechnung

6.1 Bestimmtes Integral

Das bestimmte Integral ist eine Zahl. Sie driickt die Flichenbilanz
der Fliachen aus, die der Graph einer Funktion f im Intervall [a; b]
mit der x-Achse einschlief3t.

b
j £(x) dx =[F(x)]° = F(b) - F(a), wobei F Stammfunktion von f ist.
a

Gilt fiir die Integrationsgrenzen a<b, dann gehen Flichen oberhalb der
x-Achse positiv in die Bilanz ein und Fldchen unterhalb der x-Achse
negativ:

f(x)
3

Fliichenbilanz

®>0O: bestimmtes Integral >0
@ =0O: bestimmtes Integral =0
@ < ©: bestimmtes Integral <0

Eigenschaften des bestimmten Integrals

1. T f(x)dx =0

b a
2. f f(x)dx = —I f(x)dx (Vertauschung der Integrationsgrenzen)
a b
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b b
3. jk~f(x)dx:k~j f(x)dx, wobei ke R (Faktorregel)
a a

b b b
4. I(f(x)ig(x))dxzj f(x)dxij ¢(x) dx (Summenregel)
b c b
5, jf(x)dxzj f(x)dx+j f(x) dx, wobei a<c<b (Intervall-

additivitit)

6.2 Flachenberechnung

Berechnung des Flacheninhalts zwischen Graph und x-Achse

Zur Berechnung des Inhalts der vom Graphen der Funktion f und von
der x-Achse im Intervall [a; b] eingeschlossenen Fliche muss in die-
sem Bereich iiber f(x) integriert werden. Dabei miissen die Teilflichen
ober- und unterhalb der x-Achse getrennt betrachtet werden.

Vorgehensweise

Schritt 1: Nullstellen x|, X,, ..., X, von f im Intervall [a; b] berechnen:
f(x)=0 mit a<x<b

Schritt 2: Inhalt A der Fliche zwischen dem Graphen von f und der
x-Achse £ Summe der Betriige der Einzelintegrale iiber f(x)

A= Tf(x)dx + ]zf(x)dx +...+ .]if(x)dx

n

b,

=
N
©w
S
o
o1
x
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) Bestimmen Sie die Fléche, die von der x-Achse und dem Graphen der
Funktion f (x) = x3 —3x2 im Intervall [-2; 2] eingeschlossen wird.
Schritt 1: Bestimmung der Nullstellen

f(x)=0
& x3-3x2=0
o x2(x-3)=0

= x; =0 (doppelte Nullstelle) oder x, =3¢ [-2;2]
Schritt 2: Berechnung der Fldche

0 2
A= j f(x)dx |+ j f(x) dx

-2 0

0 2
|| 144 3 1.4 3
—‘[Z" - LM[Z" X ]0‘
=[0-(4+8)|+| (4-8)-0|
=12+4=16[FE]

Bemerkung: Mit einem GTR/CAS kann der Flicheninhalt auch ohne
2 vorherige Bestimmung der Nullstellen berechnet werden, indem iiber
die Betragsfunktion | f (x) | vom Anfang bis zum Ende des Integrati-
onsintervalls integriert wird:

b
A:Ilf(x)ldx

a

[f(x)]
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Berechnung des Flacheninhalts zwischen zwei Graphen

Zur Berechnung des Inhalts der von den Graphen zweier Funktionen f
und g im Intervall [a; b] eingeschlossenen Fliche muss iiber die Diffe-
renz von f(x) und g(x) integriert werden. Dabei ist es egal, ob die ein-
geschlossene Flidche ober- oder unterhalb der x-Achse liegt, allerdings
miissen die Teilflachen zwischen den Schnittstellen der beiden Gra-
phen getrennt betrachtet werden.

Vorgehensweise

Schritt 1: Schnittstellen x;, X,, ..., X, der Graphen von f und g im In-
tervall [a; b] berechnen:

f(x)=g(x) mit a<x<b

Schritt 2: Inhalt A der Fliche zwischen den Graphen von f und g

£ Summe der Betrige der Einzelintegrale iiber die Differenzfunktion
d(x)=1(x) —g(x)

J.d(x)dx

Xn

J.d(x)dx + Id(x)dx -

X1

Dabei spielt es keine Rolle, ob der Graph von f oberhalb des Graphen
von g liegt oder umgekehrt.

f(x), g(x)

4

-5/-46—3 X1 N0 b2 3X2\\b5 X
-

7| ohne Vorherlge Bestimmung der Schnittstellen berechnet werden:

A:Ild(x)ldx
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6.3 Uneigentliches Integral (nur LK)

Uneigentliches Integral

Wird eine der Integrationsgrenzen beliebig grof3 (klein), so muss nicht
nur ein bestimmtes Integral iiber ein abgeschlossenes Intervall berech-
net, sondern auch ein Grenzwert bestimmt werden. Dieser Grenzwert
wird als uneigentliches Integral bezeichnet.

Berechne die Flidche zwischen dem Graphen der Funktion f(x) = e
und der x-Achse im I. Quadranten.

Schritt 1: Berechnung des bestimmten Integrals im Intervall [0; k]

k k
A(k):j f(x)dxzj e dx
0 0

= [—25% ]Z =—2e71—(-2)

k

=2-2¢"2
Schritt 2: Grenzwertbildung fiir k — +eo f(x)
lim A(k)= lim (2—2¢72)=2 dl
im = lim (2-2e72)=
k — +oo k — +oo \

Der Flicheninhalt der unbegrenzten Fla- 5 -
che, die der Graph von f mit der x-Achse 41_1.. | A
im I. Quadranten einschlief3t, besitzt den
endlichen Fldcheninhalt 2 [FE].

6.4 Mittelwert- und Volumenberechnung

Mittelwert einer Funktion
Ist f eine im Intervall [a; b] integrierbare Funktion, so gilt fiir den
Mittelwert m:
b
m= ﬁ J. f(x)dx
a
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