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Vorwort

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

dieses Buch unterstiitzt Sie umfassend bei der Vorbereitung auf Klausuren und
auf die schriftliche Abiturpriifung im Fach Mathematik (Leistungskursniveau).
Bei der Aufbereitung des Analysisstoffs wurde beriicksichtigt, dass in den aktuel-
len Priifungsaufgaben weniger Gewicht auf formale Rechenfiahigkeiten und auf
schematische Verfahrensweisen gelegt wird, gleichzeitig aber das Wissen und
Anwenden analytischer Grundkenntnisse an Bedeutung gewinnen. Daher werden
im ersten Kapitel systematisch die Eigenschaften reeller Funktionen und der
Funktionsgraphen analysiert, bevor in den néichsten beiden Kapiteln mit der
Differenzial- und Integralrechnung das Herzstiick der Analysis behandelt wird.
Die dort erlernten Verfahren und GesetzméBigkeiten werden im abschliefenden
Kapitel am Beispiel typischer mathematischer Problemstellungen angewendet.

Aufgrund des modularen Aufbaus miissen Sie das Buch nicht von vorne nach hinten
lesen. Beginnen Sie Thr Training in dem Stoffgebiet, in dem Sie noch Schwierig-
keiten haben. Folgende strukturelle Ma3nahmen erleichtern dabei Ihre Arbeit:

¢ Die wichtigen Begriffe und Definitionen eines Lernabschnitts sind schiiler-
gerecht und doch mathematisch prézise formuliert in farbigen Feldern, Regeln,
Lehr- und Merksitze in den farbig umrandeten Kisten abgelegt.

e An jeden Theorieteil schlieBen passgenaue und kommentierte Beispiele an.
Zu den wichtigsten Themenbereichen gibt es Lernvideos, in denen
die typischen Beispiele Schritt fiir Schritt erklidrt werden. An den
entsprechenden Stellen im Buch befindet sich ein QR-Code, den °
Sie mithilfe Thres Smartphones oder Tablets scannen konnen —

Sie gelangen so schnell und einfach zum zugehorigen Lernvideo.

e Jeder Lernabschnitt schlieBt mit Ubungsaufgaben. Zur Selbstkontrolle finden
Sie die zugehorigen Losungen am Ende des Buchs vollstindig ausgearbeitet.

e Zahlreiche Beispiele und Losungen der Aufgaben sind zusétzlich mit dem CAS
vorgerechnet, dafiir wurde der Voyage™ 200 benutzt. Da die Bedienung der
verschiedenen CAS-Modelle im wesentlichen gleich ist, ist das Buch ebenso
geeignet, wenn Sie einen anderen CAS-Rechner verwenden. Es wird stets der
Screenshot des Rechners angegeben sowie die Bedienung erldutert. Zudem
werden mogliche Schwierigkeiten beim Einsatz des Gerits erwéhnt.

e Die mit Stern (3) versehenen Aufgaben dienen der Vertiefung und der Forde-
rung des Problemloseverhaltens. Sie konnen bei Zeitmangel ohne nachteilige
Auswirkungen fiir das Grundverstindnis iibersprungen werden.

Viel Erfolg wiinschen Thnen

oot ,iww/”( Alort éwf»wé%

Winfried Grunewald Horst Lautenschlager
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Definition

Regel

5.3 Krimmungsverhalten

Die Kriimmung eines Funktionsgraphen bzw. der zugehorigen Funktion lésst sich
leicht veranschaulichen, wenn man mit dem Finger entlang des Graphen in zuneh-
mender x-Richtung gleitet: Beschreibt der Finger eine Linkskurve (Rechtskurve),
spricht man von Linkskriimmung (Rechtskriimmung).

y y y
|
Rechts- |
1 krimmung !
\ I W
/ X X I X
| Links-
— | 'krimmung
Linkskrimmung Rechtskrimmung W ist Wendepunkt

Von besonderem Interesse sind die Punkte des Graphen, in denen er sein Kriim-
mungsverhalten dndert, also z. B. von einer Links- in eine Rechtskriimmung
ibergeht.

Ein Punkt, in dem der Graph sein Kriimmungsverhalten dndert, heilt Wende-
punkt, die zugehorige x-Koordinate heiit Wendestelle.

Die Tangente an den Funktionsgraphen in einem Wendepunkt wird als Wende-
tangente bezeichnet.

Einen Wendepunkt mit horizontaler Wendetangente nennt man Terrassenpunkt.

Das Kriimmungsverhalten einer Funktion ist wesentlich durch ihre 2. Ableitung
bestimmt:

Hinreichende Bedingung fiir die Kriimmungsart

Gilt fiir eine auf einem offenen Intervall I zweimal differenzierbare Funktion f fiir
allexe I

e f"(x)>0, dann ist f auf I linksgekriimmt.

e f"(x)<0, dann ist f auf I rechtsgekriimmt.

Die Lage der Wendestellen lédsst sich mithilfe zweier Lehrsitze berechnen, die in
folgender Regel zusammengestellt sind:
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1. Satz: Notwendige Bedingung fiir Wendestellen
Wenn eine zweimal differenzierbare Funktion f an der Stelle x( ihrer Definitions-
menge eine Wendestelle besitzt, dann gilt £"(x) =0.

2. Satz: Hinreichende Bedingungen fiir Wendestellen

a) Wenn fiir eine zweimal differenzierbare Funktion f an der Stelle x ihrer
Definitionsmenge f"(x() =0 gilt und wenn f"(x) beim Fortschreiten iiber die
Stelle xg hinweg das Vorzeichen wechselt, dann ist xy eine Wendestelle von f.

b) Wenn fiir eine dreimal differenzierbare Funktion f an der Stelle x( ihrer Defini-
tionsmenge f"(xg) =0 gilt und f"'(xg) #0 ist, dann ist xy eine Wendestelle von f.

Diese Kriterien erlauben Ihnen, schrittweise die Wendestellen einer mindestens
zwei bzw. dreimal differenzierbaren Funktion f(x) zu ermitteln.

Schrittweises Bestimmen von Wendestellen

1. Berechnen Sie f"(x).

2. Berechnen Sie die Losungen der Gleichung f"(x)=0.

3. Berechnen Sie, falls moglich, f"'(x) oder fahren Sie mit Schritt 5 fort.
4. Berechnen Sie den Funktionswert f"'(x):

e Ist"'(xy) #0, so ist x, eine Wendestelle.

e Ist"'(xy) =0, so ldsst sich endgiiltig keine Aussage dariiber machen, ob x,,
eine Wendestelle ist. Fahren Sie mit Schritt 5 fort.

5. Uberpriifen Sie fiir jede Losung xq, ob £"(x) bei x( das Vorzeichen wechselt.

e Nutzen Sie hierfiir das eventuell schon bekannte Kriimmungsverhalten von f
aus oder ermitteln Sie fiir kleine positive, reelle h die Vorzeichen von
f"(xg+h) und f"(xg—h).

6. Werten Sie aus:

e Wechselt f"(x) das Vorzeichen, so ist xy eine Wendestelle.

o Wechselt £"(x) das Vorzeichen nicht, so lisst sich mit dem Kriterium des
Vorzeichenwechsels keine Aussage dariiber machen, ob x( eine Wendestelle
ist.

7. Falls sich x( als Wendestelle erwiesen hat, tiberpriifen Sie, ob f'(x)=0. Wenn
die 1. Ableitung gleich null ist, so handelt es sich um eine Terrassenstelle oder

Sattelstelle.

1. Berechnen Sie die Lage des einzigen Wendepunktes der Funktion
f(x)=x-e*; Df=R.
Losung:
Schritt 1: Berechnen der 2. Ableitung von f(x)
f'(x)=x-eX+eX =eX(x+1)
f'"(x)=eX -1+ (x+1)-eX =eX(x+2)
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CAS

Schritt 2: Berechnen der Nullstellen der 2. Ableitung
f'x)=e*(x+2)=0 & x(p=-2 (dae*>0)

Schritt 3: Aufstellen der 3. Ableitung: f"'(x) =e*(x + 3)
Schritt 4: Wegen f"(-2)=e2-1=e"2 # 0 ist Xg=—2 Wendestelle von f.

. Berechnen Sie das Kriimmungsverhalten der Funktion f (x) = x 2eX;

D; = R. Geben Sie damit die Lage aller Wendepunkte der Funktion an.
Losung:

Schritt 1: Berechnen der 2. Ableitung von f(x)

f'(x)=x2-eX +eX-2x =eX(x2 +2x)

f'(x)=eX - (2x +2)+(x2 +2x)-eX =eX(x2 +4x+2)

Regel zur Kriimmungsart: Wegen eX >0 stimmt das Vorzeichen von
f"(x) mit dem Vorzeichen des quadratischen Terms x2 +4x + 2 iiberein.

Mithilfe der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen finden Sie, dass
die nach oben offene Parabel y =x2 +4x +2 die x-Achse bei

Xy = ~2-+/2 und Xy = 2+2
schneidet; sie verlduft daher auf | —co; —2 — \/5[ U ]-2+ \/5; +oo iiber
und auf | -2 - \/—; -2+ \/5[ unter der x-Achse.

Daraus folgt fiir

o xe]—o0;—2—+/2[ U]=2+4~/2; +oo[: f "(x) >0 und f linksgekriimmt
e xe]— 2—\/—; - 2+\/§[: f "(x) < 0 und f rechtsgekriimmt

Schritt 5: f besitzt Wendestellen bei x; = —2—+/2 und x, = —2++/2.
Hinweise fiir den CAS-Einsatz:

T Fer Fiw | Fuv FE FE™
- E ngebPaTCalc. Dther‘TPr‘ngElTClean UpT

Der Befehl zeros angewendet auf die
2. Ableitung der Funktion ergibt zwei
LRSS [x2+2-x]¢ mogliche Wendestellen. Diese werden

u F203 [xz et 2]_9 m_it der Variablen ,,w* gesp_e_ichert. )

" (x2+e- J. Die Berechnung f3(w) bestitigt, dass die
30 xERBckB]e beiden Stellen Wendestellen sind, da

W reros( R0, ¥ F F-z -[F+203 f3(W)¢{0'0}.

300D {2 e-2 o [p.2-2

[GrTe] DEG AUTO FUNEC 8/ %0

. Zeigen Sie, dass der Ursprung Terrassenpunkt der Funktion f(x) = x3eX;

D¢ =R ist.

Losung:

Mithilfe der Produktregel berechnen Sie zunéchst f'(x), £"(x) und £"'(x):
f'(x)=x3 eX+eX-3x2 =eX(x3 +3x2)

f'"(x)=e* - (3x2 +6x)+(x3+3x2) eX =eX(x3 +6x2 +6x)

f"(x)=eX-(3x2 +12x +6) + (x3+6x24+6x)-eX =eX (x3+9x2+18x +6)


https://www.stark-verlag.de/540021V?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseprobe

Aufgaben 104

105.

106.

107.

Differenzialrechnung ¢ 105

Dann gilt:

e Satz 2b iiber Wendestellen: f hat bei x; =0 eine Wendestelle, weil
£'(0)=e%-0=0und f"(0)=e?-6=6+#0.

e Schritt 7: Wegen f'(0)=e?- 0=0 besitzt die Wendetangente die Stei-
gung 0 und verlduft horizontal.

f besitzt bei x =0 also einen Terrassenpunkt.

4. Zeigen Sie, dass die Funktion f(x) = 12—Xx ; Dy = R\({1} keine Wende-
stelle besitzt.

Losung:
Schritt 1: Berechnen der 2. Ableitung von f(x)
f,(x):(l—x)'2—2X~(—l): 2
1-x)? 1-x)?
—x)2:0-2-2-(1—-x) (-
f"(x):a X)?2-0-2-2-(-x)- (=D __ 4

(1-x)* T (1-x)?
Satz 1 iiber Wendestellen: BesiBe f eine Wendestelle, hitte die 2. Ab-
leitung mindestens eine Nullstelle. Dies ist aber nicht der Fall, weil der

Zihler des Quotienten a _4X)3 nicht null wird.

. Zeigen Sie, dass die Graphen der folgenden Funktionen genau einen Wen-
depunkt aufweisen, und berechnen Sie dessen Koordinaten.

a) f(x)= "e;l b) fi(x)=4e % (k—e¥)
D; =R Dy, =R; ke R*

Wo schneidet die einzige Wendetangente des Graphen der Funktion
f(x)=x-e!~*; Dy = R die x-Achse?

Zeigen Sie, dass alle Wendetangenten der Schar f} (x) = (x —k)- ez_f;
D¢ =R;ke R ™ parallel zueinander verlaufen.

Die Skizze zeigt den Graphen der vy
1. Ableitung f' einer Funktion f. ° I
Geben Sie die Lage der Wendestellen 3 l )
der Funktion f moglichst genau an und 2
begriinden Sie Ihr Vorgehen. 1 /
-
16—=5=4—3 2 1 2x
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108.

100.

%* 110.

Die Skizze zeigt die Graphen einer
Funktion f(x) und ihrer Ableitungen
f'(x) und f"(x).

Welcher Graph gehort zu welcher Funk-
tion?

Begriinden Sie Thre Aussagen.

Die Skizze zeigt den Graphen G; einer
Funktion f(x) mit seinen beiden Wende-
punkten.

Skizzieren Sie den Graphen Gy der
Funktion f'(x), wenn alle Schnittpunkte
von G und Gy auf den Koordinatenach-
sen liegen.

Begriinden Sie Thr Vorgehen.

0o
]
b(x ’1/ ; /
& 1
\\ //
271,5\1(10,{515 05 1 15 2x
c(x) Uj:
y
2 '_//l/"csx
[T ==

N

[t

IS

Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen. Fiir die Widerlegung

geniigt die Skizze eines geeigneten Funktionsgraphen.

a) Wenn eine zweimal differenzierbare Funktion eine Wendestelle besitzt,
dann besitzt sie auch mindestens ein relatives Extremum.

b) Wenn eine zweimal differenzierbare Funktion in Teilen ihrer Defini-
tionsmenge rechts- und in anderen linksgekriimmt ist, dann besitzt sie

auch eine Wendestelle.

¢) Wenn eine zweimal differenzierbare Funktion auf R nur linksgekriimmt
ist, dann besitzt sie mindestens ein relatives Minimum.
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104. a) Schritt 1: Berechnen der 2. Ableitung von f(x)

, _ el (x+D-e?x-2 _ 2x+1
f(X)_ e4x - er

woon . €X2—-(2x+1)-e2X-2  2-(2x+1)-2 _ 4x
f (X)__ e4)( - er - e2x

Schritt 2: Berechnung der Nullstellen der 2. Ableitung

f'x)=0 < jT’;zo o x=0

f besitzt nach Satz 1 iiber die Wendestellen hochstens bei x =0 eine
Wendestelle.

Schritt 3: Da eZ* stets positiv ist, gilt:

f'x)20 & ;‘T’;zo © 4202 x20

Schritt 4: £"(x) wechselt an der Stelle x,=0 das Vorzeichen, x, ist daher
nach Satz 2 a Wendestelle von f.
Wegen f(0) =1 lauten die Koordinaten des Wendepunkts W(0| 1).

b) Schritt 1: Nach Beseitigung der Klammer mittels Distributivgesetz,
fi (x)=4e7% - (k—e~X)=4ke X —4e~2X,
berechnen Sie die 2. Ableitung von f(x) mithilfe der Kettenregel:
£ (x) = 4ke™ - (=1) —de 2% . (-2) = —4ke X +8e 2%
fr(x)=—4ke % - (=1)+8e 2% - (=2) =dke X —16e 2* =4e~* (k —4e~X)
Schritt 2: flz x)=0 © 4e X (k—-4e*)=0 © k—-4e * =0
& e X 2% & x:—an:lnﬁ
f besitzt nach Satz 1 iiber die Wendestellen hochstens bei x = ln% eine
Wendestelle.
Schritt 3: Wegen 4e~* >0 gilt:
fr)20 & k-4 20 & £2eX o mk>—x o x2hni
Schritt 4: "(x) wechselt an der Stelle x( = 1n% das Vorzeichen, x ist
daher nach Satz 2 a Wendestelle von f.

kN _ Ink 2Ink _ 4k-k k 2_31(2 4| 3k2
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Hinweise fiir den CAS-Einsatz:

. o Zur Bestitigung einer hinreichenden
= = ~ran Bedingung fiir Wendestellenwird die
m e % (leme T s fik 0 Dons 3. Ableitung gebildet.
2
S P 00 2 20K, 0 Dong
43
Lk, )+ 3k, %)
dx
) L L4
fCk.1nC4-k>>
MAIN EAD AUTO FUWC Y4/ 8
Tt e bra e [t P JFr O Lo U Laut Voraussetzung ist k > 0. Dies sollte
- = TR A o T o o i bei der Ermittlung der Nullstellen der
dx 2. Ableitung als zusitzliche Bedingung
W zerostf20k, 0, x|k 3 0 {1n[%] angegeben werden.
. rs[k, ln[%]] k3
2
4 3k
ol 1) 4
fCk. InC4-k>>
(MAIN KA AUTO FUNC /30

105. Sie miissen zunichst (in vier Schritten) die Koordinaten des Wendepunkts
ermitteln, daraus die Gleichung der Tangente berechnen und schlielich
deren Schnittpunkt mit der x-Achse bestimmen.

Schritt 1: f'(x)=x-el=*.(=D+el=*.1=el=-X(1-x)
f'x)=el=*.(=D+1-x)-el "X (- =el "X (x-2)
Schritt2: f"(x)=0 & el *(x-2)=0 & x-2=0 & x=2
f besitzt hdchstens bei x =2 eine Wendestelle.
Schritt 3: Wegen el ~*>0 gilt:
f'"x)20 & x-220 & x22
Schritt 4:  £"(x) wechselt an der Stelle x,=2 das Vorzeichen, X, ist daher
nach Satz 2 a Wendestelle von f.
Durch Einsetzen von f(2) =2e! =2 =2e~lund f'(2) =e! ~2(1-2)=—e"lin
die Tangentenformel erhalten Sie die Gleichung der Wendetangente:
t(x)=1f'(xg) - (x—xg)+f(xp)=f'(2)- (x=2)+1(2)
=—e 1. (x=2)+2e l=—e"1(x-4)
Wegen
t(x)=0 & —elx-4)=0 & x-4=0 < x=4
schneidet die Wendetangente die x-Achse im Punkt (4]0).
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106.

Hinweise fiir den CAS-Einsatz:

1"m_
v |11
mxoel + fxd Dore
d2
= (F) + F200 Dt
dx
d3
m () F3000
54
m Feras {20, %) 273
zeros CECx), )
MAIN RAD AUTO FUMC B0
T Fov FEr T Fav TE FE™
vﬂ Alacbral|Calc|0ther|PramI0|Clean Up
= 3020 e 1
L rr) 2 F100 Dong
LRt -l
m T -meZ 4 n 4271
LEURER R X1 ] Dor
® zeros(tix), =) {4}
serosCEOxD . x>
o E—T T FIRET0750

Lésungen ¢ 255

An der Stelle x =2 ist die 2. Ableitung
gleich null. Die 3. Ableitung ist un-
gleich null, sodass eine hinreichende
Bedingung fiir eine Wendestelle bei

x =2 erfiillt ist.

Die Tangentengleichung wird mithilfe
der normalen Geradengleichung

t(x) =m - x + n definiert, indem zunichst
m und dann n berechnet werden. Die
Nullstelle der Tangente ergibt die ge-
suchte Losung.

Hier miissen Sie zeigen, dass die Steigungen der Scharkurven an den
Wendestellen unabhéngig vom Scharparameter k sind.

Schritt 1: fi (x) = (x—k)-e? 7k -(=L)+e? Tk 1=e? 7k (-2 +2)
fﬁ(x):ez_% (—%)4—(—%—%2) ez_f~(—l):e2_f(—%+kx7)

Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

k
fr(x)=0 < ez—%(—i+ x )=o & -2+ X =0 o x=3k

Wegen e2"% >0 und ke RY gilt:

()20 & —§+520 k%z% & x 23k

"(x) wechselt an der Stelle x, =3k das Vorzeichen, x ist daher

nach Satz 2 a Wendestelle von fj.

Wegen f} (3k) = e * (—% + 2) =—e~! haben alle Wendetangenten die
gleiche Steigung und verlaufen daher parallel.

Hinweise fiir den CAS-Einsatz:

i ol e Durch das Berechnen der 3. Ableitung
—=L v rens bei x = 3k wird bestiitigt, dass sich dort
2 r H o
w(x— ke K afck, eine Wendestelle befindet.
etk 0) # P10k, ) bong
P10k, 00 + P20k, 0 Done]
L pack, ) 5 FICkL Done

1k, 3*k>

MAIN RAD AUTO FUNC
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107.

108.

oM FEv T et e o FEY Da f1(k, 3k) unabhéngig von k ist
- FAlaskralCale [0ther P I0jCl 8] " g
E Frpka s eriran T =En -t haben die Welndetangenten alle die
=20k, 00+ F3CK, 0 Dione] Steigung —e™.
m zeros(F20k, x), x) {3 kH
-1
&
= F30k, 3 k)
2
" F1Ck, 3 k) e 1
£1(k,3%kD
MAIN EAD AUTO FUMC I}

Der Graph der Funktion f besitzt dort Wendepunkte, wo sich sein Kriim-
mungsverhalten dndert. Da dieses wegen f"(x) = (f')'(x) mit dem Steigungs-
verhalten von f' iibereinstimmt, besitzt der Graph von f' also bei den Wen-
destellen von f relative Extrema. Der Skizze entnimmt man, dass f' bei

e x;=-4,7 vom Fallen ins Steigen,

® Xx,=-1,3 vom Steigen ins Fallen,

e x3=0 vom Fallen ins Steigen

wechselt. Daher sind x4, X5, x5 die Wendestellen von f.

Zunichst versuchen Sie im Ausschlussverfahren herauszufinden, welcher

Graph f(x) ist.

e Annahme c(x)=f(x): Dann wire entweder a(x) =f'(x) oder b(x) =f'(x).
Beides ist nicht méglich, weil weder a(x) noch b(x) bei x,=-0,4 €ine
Nullstelle aufweisen, obwohl ¢ dort ein relatives Minimum besitzt.

Die Annahme c(x) =f(x) ist daher falsch.

¢ Annahme b(x) =f(x): Dann wire entweder a(x) =f'(x) oder c¢(x) =f'(x).

— a(x)=1"(x) ist nicht moglich, da a(x) an der Stelle x,=-1,3 keine Null-
stelle besitzt, obwohl b(x) dort ein relatives Maximum aufweist.

— c(x)=f'(x) ist nicht moglich, weil dann a(x) =f"(x) wire und b(x) an
der Stelle x,=-0,4 eine Wendestelle aufweist, obwohl a(x) dort keine
Nullstelle besitzt.

Die Annahme b(x) =f(x) ist daher falsch.

Es bleibt nur noch f(x) =a(x). Da a'(x) # c(x), weil a(x) bei x;=-1,3 keine

horizontale Tangente besitzt, obwohl c(x) dort eine Nullstelle aufweist, gilt

a'(x) =b(x) und somit: f(x) =a(x), f'(x) =b(x), f"(x) =c(x).
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109. Folgende Uberlegungen fiihren zum \
rechts gezeigten Graphen von f": f-\
¢ Die Nullstellen von f'(x) liegen dort, \

wo G horizontale Tangenten besitzt,
also bei x;=—1 und x,=1.
e Gy verlduft dort unterhalb der x-Achse, 7
wo G; streng monoton fillt, und dort / —Tw,
oberhalb der x-Achse, wo Gg streng /
monoton steigt. I
e Gy weist dort ein relatives Minimum auf, wo G¢ von einer Rechts- in eine
Linkskriimmung iibergeht.
e Gy weist dort ein relatives Maximum auf, wo G; von einer Links- in eine
Rechtskriimmung tibergeht.
e Gemil Aufgabenstellung liegen alle Schnittpunkte von G; und Gy auf
den Koordinatenachsen, also bei (-1]0) und (0|-1).

N @

_—_\E A
|
/

N

w

110. Alle Aussagen sind falsch. y
a) Die Funktion 3 / f
fx)=x3; xe R . /
ist zweimal differenzierbar, weist bei c
xo =0 eine Wendestelle auf, besitzt 1 /
aber kein relatives Extremum.

N

—
N

b) Die Funktion
f(x):i;xe R\{0} \f

X

<

N W
| —

ist zweimal differenzierbar, auf R+
links- und auf R~ rechtsgekriimmt,
besitzt aber in ihrer Definitions-
menge R\ {0} keine Wendestelle.

-

AN

L RO



https://www.stark-verlag.de/540021V?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseprobe

© STARK Verlag
www.stark-verlag.de
info@stark-verlag.de

Der Datenbestand der STARK Verlag GmbH
ist urheberrechtlich international geschutzt.
Kein Teil dieser Daten darf ohne Zustimmung
des Rechteinhabers in irgendeiner Form
verwertet werden.

STARK


https://www.stark-verlag.de/540021V?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseprobe

© STARK Verlag

www.stark-verlag.de
info@stark-verlag.de

’ Der Datenbestand der STARK Verlag GmbH
ist urheberrechtlich international geschutzt.
Kein Teil dieser Daten darf ohne Zustimmung
des Rechteinhabers in irgendeiner Form
verwertet werden.

STARK


https://www.stark-verlag.de/540021V?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseprobe

